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1. Cripto

Propuesto por: Agust́ın Santiago Gutiérrez

Hay distintas formas de ir llegando a la solución. Viendo lo coherente que es el texto y la gran libertad
para armar frases, uno puede intuir que solo algunas partes espećıficas importan y tratar de identificar cuáles.
Algo llamativo es que algunas palabras evidentemente se repiten bastante. Si hacemos un conteo de palabras
con por ejemplo

for x,y in sorted(collections.Counter(sys.stdin.read().lower().split()).items(), key = (lambda x : x[1])):

print(x,y)

saltan a la vista enseguida algunas demasiado frecuentes:

that 8

and 8

tango 8

oscar 8

echo 9

my 9

sierra 10

of 12

to 12

la 12

is 14

in 21

a 23

the 30

i 34

Si googleamos sierra echo oscar tango (y quizás otras) es probable que lleguemos al alfabeto radiofónico interna-
cional https://es.wikipedia.org/wiki/Alfabeto_radiof%C3%B3nico

Basado en eso, filtramos solamente las palabras del alfabeto radiofónico de a hasta z en el texto, y por cada una
en orden de aparición anotamos su primera letra.

Con eso queda la respuesta (que el propio texto de la respuesta nos indica muy coherentemente que efectivamente
acertamos y esa es la respuesta, y cómo darle el formato correcto al enviar).

import sys

import string

RADIO = [

"alfa", "bravo", "charlie", "delta", "echo", "foxtrot", "golf", "hotel", "india",

"juliett", "kilo", "lima", "mike", "november", "oscar", "papa", "quebec",

"romeo", "sierra", "tango", "uniform", "victor", "whiskey", "xray", "yankee", "zulu",

]

assert len(RADIO) == 26

for i in range(26):

assert RADIO[i].islower()

assert RADIO[i][0] == string.ascii_lowercase[i]

data = sys.stdin.read().lower().split()

for w in data:

for x in w:

assert x in string.ascii_lowercase

print("".join(w[0] for w in data if w in RADIO))
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2. Lugares en primera fila

Propuesto por: Frim Ployd (Mateo Marenco + Marcos Blufstein + Eugenio Borghini)

Este es un problema de esteganograf́ıa: hay un mensaje oculto en la imagen. No a simple vista sino con una
técnica común que es la de ocultar un mensaje usando el bit menos significativo de cada ṕıxel. El mensaje está en
los bits menos significativos de la primera fila de la imagen, que era la pista que intentamos dar en el nombre del
problema. No es obvio de qué manera hay que interpretar los bits del mensaje oculto, pero acaso la intuición más
natural (y la que usamos en este caso) es que el código es un texto codificado en ASCII.

Aśı que lo más sencillo probablemente sea escribir un poco de código en Python usando la biblioteca Pillow. Parece
que existen algunos programas online que decodifican mensajes ocultos en los bits menos significativos de imágenes,
pero hay que tener cuidado porque al menos los que probamos no parecen estar preparados para una imagen en escala
de grises, sino que primero la convierten a RGBA y ah́ı el mensaje pierde todo el sentido. Acá hay un ejemplo del
código de python que podŕıa usarse.

>>> from PIL import Image

>>> img = Image.open(’les-luthiers.bmp’)

>>> pixels = list(img.getdata())

>>> first_row = pixels[:img.width]

>>> bits = [pixel & 1 for pixel in first_row]

>>> bytes = []

>>> m = 128

>>> current = 0

>>> for bit in bits:

... current += bit * m

... m = m // 2

... if m == 0:

... bytes.append(current)

... current = 0

... m = 128

...

>>> secret_message = ’’.join(map(chr,bytes))

>>> secret_message

’MissLillyHiggins(Shimmy), PapaGarland(Rag), TruthfulLulu(Blus), PepperClemens(TenStep), ’

En este punto casi terminamos. Un fanático de Les Luthiers puede reconocer estos nombres rápidamente, pero
no hace falta. Basta notar que cada uno de los 4 nombres usa una sola vocal. Googleándolos uno puede encontrar
que existen 5 obras de Les Luthiers que usan una única vocal (https://www.lesluthiers.org/curiosidad.php?ID=3).
La que falta en la lista del mensaje oculto es ”Doctor Bob Gordon shops hot dogs from Boston (Foxtrot)”. Siguiendo
el formato que se usa en el mensaje oculto, la respuesta al problema es ”DoctorBobGordon(Foxtrot)”.
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3. Chicho siesta

Propuesto por: anarap+1 (Federico Nahuel Quijada + Juan Pablo Cabaña + Luis Santiago Re)

La solución a este problema consta de dos partes. La primera es desencriptar el enunciado (o adivinarlo viendo
el ejemplo y su explicación), y la segunda es resolver lo que ese enunciado pide.

Paso 1: desencriptar el enunciado

La forma en que nos imaginamos uno puede llegar a desencriptar el enunciado es más o menos con los siguientes
pasos:

Un formato bastante común de los enunciados es que tengan la sección de “Entrada” y “Salida” (tal vez con
otras palabras como “Input” y “Output”, pero el Ejemplo no encriptado muestra que “Entrada” y “Salida”
son utilizadas en este caso). Entonces los subt́ıtulos que se ven en negrita deben resultar en estas palabras al
desencriptarlos.

En el texto encriptado se ven sólo números, estos números podŕıan tener distintos significados y uno podŕıa
pensar en los valores ASCII, dado que es una forma muy común de asociar caracteres con números. Entonces,
tomando la palabra “Entrada”, se puede comenzar por la letra E e intentar mapear dicha letra a un prefijo de
los números del subt́ıtulos encriptado, luego realizar lo mismo para la n y aśı sucesivamente hasta identificar
el patrón. De esta forma se puede descubrir que, en la encriptación, cada caracter se transformó a su valor
entero ASCII y luego se realizó un desplazamiento por un número entero (3, 5 y 69 de forma ćıclica): el primer
caracter entonces es valor ASCII + 3, el segundo caracter es valor ASCII + 5, el tercero es valor ASCII + 69,
el cuarto es de nuevo el valor ASCII + 3 y aśı sucesivamente.

¿Puede ser ambiguo? En principio parece que śı, pero en realidad no. Esto debido a que los caracteres impri-
mibles de ASCII tienen valor entre 32 y 126. Es decir que luego de los desplazamientos estos números están en
el rango de 35 a 195. Es decir que todo número que se corresponde a un caracter o bien es de dos cifras y es
mayor o igual a 35, o es de tres cifras y contiene un prefijo de dos cifras entre 10 y 19, lo cual no da lugar a
ambiguedades.

Una vez desencriptado, el enunciado del problema es:

Juancito teńıa dos arreglos de numeros A = a1, a2, . . . , aN y B = b1, b2, . . . , bM , ambos ordenados de menor a
mayor. Los numeros de A eran todos distintos. Juancito teńıa estos arreglos guardados en un archivo de texto con el
siguiente formato: Na1a2 . . . aNMb1b2 . . . bM . Juancito mezclo todos los numeros del archivo y quiere que cuentes de
cuantas formas se pueden reordenar estos numeros tal que luego de ordenados el contenido del archivo se corresponda
con el formato descrito en el parrafo anterior.

Entrada
Una única ĺınea con números enteros separados por espacios, que corresponden al contenido del archivo de juancito

pero todo mezclado.
Salida
Un único entero indicando la cantidad de formas distintas en las que se pueden reordenar los números de la

entrada para que estos correspondan con valores válidos de N, A, M y B según se explica en el enunciado.

Paso 2: resolver el problema

Llamemos K a la cantidad de numeros en la entrada. Uno de esos numeros debe ser N , el otro M , y debe cumplirse
que K = N+M+2. Entonces, probemos iterar los posibles valores de N . Una vez que N esta fijado, tambien sabemos
el valor de M . Si alguno de estos dos números no se encuentra en el input claramente no es un par (N,M) válido.
Si el par es válido solo queda computar cuántos subconjuntos distintos con N números diferentes se pueden formar
utilizando los números restantes. Esto es exactamente tomar N entre Z, donde Z es la cantidad de numeros diferentes
en el input ignorando una repeticion del N y el M correspondiente de la iteración.
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4. MAX AND MEX

Propuesto por: Helicóptero (Tiziano Brunelli Della Mea + Jeremı́as Broin Luque + Eduardo Carranza Velez)

Primero notemos que, sea n = 50 el tamaño del conjunto que debemos armar, la cantidad de subconjuntos no
vaćıos es 2n − 1, por lo tanto el mex máximo es menor o igual a 2n − 1, y la siguiente construcción lo alcanza:{

(2n − 1)− 1, (2n − 1)− 2, (2n − 1)− 4, . . . , (2n − 1)− 2n−1
}

es decir,{
(2n − 1)− 2k, 0 ≤ k < n

}
Para ver que este conjunto logra un valor mex de ands de 2n − 1, veamos que logra formar todos los números

desde 0 hasta el 2n−2 inclusive con el AND de algún subconjunto (de hecho lo hace de manera única ya que debemos
formar 2n − 1 números distintos con 2n − 1 subconjuntos).

Notar que nos interesa poder formar todos los números de n bits que tienen al menos un 0 en su representación en
binario (contando leading y trailing zeros dado que tenemos una cantidad fija n de bits), ya que el único número de
n bits que no nos interesa es el 2n − 1 que no tiene ningún cero. Notar además que los números de nuestro conjunto
tienen exactamente un cero, entonces si queremos formar el número x que tiene apagados los bits {ai} ({ai} es una
secuencia no vaćıa de enteros entre 0 y n − 1), el conjunto no vaćıo cuyo AND es igual a x es tomar los elementos
con ı́ndices {ai} del conjunto H propuesto (si es que H estuviese ordenado de la forma definida).

Por ejemplo, si n = 5 entonces H = {111102, 111012, 110112, 101112, 011112} y si se quisiese formar el número
20 = 101002 entonces los bits apagados son los bits {0, 1, 3}, por lo que el subconjunto de H con AND 20 es
{111102, 111012, 101112}

Para la demostración de unicidad: Ya vimos que el mayor valor que se puede alcanzar es 2n−1 y que para alcanzar
ese valor, se debe poder formar al menos una vez cada valor entre 0 y 2n − 2 inclusive con algún subconjunto de H.

Ahora, sea x un número de n bits con exactamente un bit apagado, sabemos que debe existir un subconjunto
cuyo AND sea x, y los únicos conjuntos (considerando solamente números de n bits ya que los bits a partir de la
posición n no aportan nada para formar números de n bits, incluso pueden llegar a perjudicar formando un AND de
más de n bits) con AND x son {x} y {x, 2n − 1}, con esto tenemos que x necesariamente debe estar en H. Y como
hay exactamente n números de n bits con exactamente un bit apagado, que ya vimos que todos estos números deben
estar en H, con H de tamaño n, queda determinado el conjunto H y es igual al propuesto.

5



The solution is very straightforward — just follow the language specifications carefully and you’ll end up with a working postfix
interpreter. Once implemented, run the code using your interpreter. The program will prompt you for key1 = 567296447 and
key2 = 742949693, which are the mysterious numbers shown in the piece of paper image. If everything is correct, the program
will respond with:

You made it!, the answer is this quote from Edsger Dijkstra "Program-testing-can-
be-used-to-show-the-presence-of-bugs,-but-never-to-show-their-absence!", copy it
without the quotation marks.

So yes, the answer is Program-testing-can- be-used-to-show-the-presence-of-bugs,-but-never-to-show-their-absence!

Curious about the cryptic code? Here’s the equivalent Python implementation:

from typing import Iterator

def prng(seed: int, a: int, c: int) -> Iterator[int]:
modulo = 2**31
while True:

seed = (a * seed + c) % modulo
yield seed & 255

def main():
msg = [

209, 187, 79, 126, 33, 249, 226, 31, 144, 181, 134, 103, 72, 48, 90, 154, 93, 36, 43, 0,
111, 63, 179, 56, 32, 69, 17, 86, 32, 8, 183, 145, 8, 133, 239, 17, 216, 93, 6, 252, 34,
211, 255, 70, 65, 148, 253, 117, 253, 22, 74, 10, 213, 194, 93, 217, 20, 190, 35, 118,
150, 80, 140, 173, 175, 102, 155, 115, 33, 44, 163, 73, 4, 117, 92, 97, 137, 179, 15,
220, 213, 38, 111, 3, 169, 123, 243, 110, 109, 152, 77, 27, 103, 200, 113, 213, 197,
192, 178, 219, 193, 8, 148, 191, 227, 25, 60, 197, 161, 29, 33, 52, 245, 70, 223, 233,
143, 196, 91, 136, 85, 120, 175, 248, 145, 182, 219, 112, 37, 32, 213, 243, 191, 112,
105, 141, 29, 40, 26, 163, 141, 226, 131, 19, 218, 247, 175, 128, 255, 173, 119, 232,
172, 140, 129, 153, 164, 153, 126, 11, 220, 84, 109, 151, 88, 208, 201, 111, 164, 28,
102, 142, 225, 80, 127, 231, 119, 144, 139, 186, 85, 71, 216, 10, 141, 45, 176, 189, 71,
174

]
first_seed = int(input("Input key 1: "))
second_seed = int(input("Input key 2: "))
if (first_seed + 1) * second_seed == 421472721881590464:

first_seq = iter(prng(first_seed, 2765173, 2013906253))
second_seq = iter(prng(second_seed, 6174811, 4422304609))
print(''.join([chr(d ^ next(first_seq) ^ next(second_seq)) for d in msg]))

else:
print("Invalid keys, try again.")

if __name__ == "__main__":
main()

1

5. The Encrypted Wisdom

Propuesto por: Lonebyte (Jonathan Quispe)
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Interpreter implementation in Python
import sys
import os
import string
from typing import Callable

class Interpreter:
working: list[int]
aux: list[int]

def __init__(self):
self._op_map = {

":": lambda: self.push(self.top()),
"$": lambda: self.pop(),
"?": lambda: self.push(int(input())),
"!": lambda: print(self.top(), end=""),
".": lambda: print(chr(self.top()), end=""),
"@": lambda: self.to_aux(),
"#": lambda: self.to_work(),
"=": lambda: self.to_zero_one(),

}
self._single_op_map = {

"~": lambda: self.single_op(lambda v: ~v),
"<": lambda: self.single_op(lambda v: v << 1),
">": lambda: self.single_op(lambda v: v >> 1),

}
self._dual_op_map = {

"+": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a + b),
"-": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a - b),
"*": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a * b),
"/": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a // b),
"%": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a % b),
"&": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a & b),
"|": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a | b),
"^": lambda: self.dual_op(lambda a, b: a ^ b),

}

def push(self, value: int):
self.working.append(value)

def pop(self) -> int:
if not self.working:

raise BufferError("Working stack is empty")
return self.working.pop()

def top(self) -> int:
if not self.working:

raise BufferError("Working stack is empty")
return self.working[-1]

def to_aux(self):
if not self.working:

raise BufferError("Working stack is empty")
self.aux.append(self.working.pop())
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def to_work(self):
if not self.aux:

raise BufferError("Auxiliary stack is empty")
self.working.append(self.aux.pop())

def to_zero_one(self):
v = self.pop()
self.push(0 if v > 0 else 1)

def single_op(self, operation_fn: Callable[[int], int]):
v = self.pop()
self.working.append(operation_fn(v))

def dual_op(self, operation_fn: Callable[[int, int], int]):
b, a = self.pop(), self.pop()
self.working.append(operation_fn(a, b))

@staticmethod
def _build_bracket_map(program) -> dict[int, int]:

bracket_stack: list[tuple[str, int]] = []
bracket_map: dict[int, int] = {}
for index, char in enumerate(program):

if char == "[" or char == "(":
bracket_stack.append((char, index))

if char == "]":
bracket, prev_index = (

bracket_stack.pop() if bracket_stack else (None, 0)
)
if bracket != "[":

raise SyntaxError("Unmatched loop ']'")
bracket_map[prev_index] = index
bracket_map[index] = prev_index

if char == ")":
bracket, prev_index = (

bracket_stack.pop() if bracket_stack else (None, 0)
)
if bracket != "(":

raise SyntaxError("Unmatched condition ')'")
bracket_map[prev_index] = index

cc, _ = bracket_stack[-1] if bracket_stack else (None, 0)
if cc == "[":

raise SyntaxError("Unmatched loop '['")
if cc == "(":

raise SyntaxError("Unmatched condition '('")
return bracket_map

def exec(self, program: str):
self.working = []
self.aux = []
bracket_map = self._build_bracket_map(program)
pos = 0
while pos < len(program):

char = program[pos]
if char in string.hexdigits:

self.push(int(char, 16))
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if char in self._op_map:
self._op_map[char]()

elif char in self._single_op_map:
self._single_op_map[char]()

elif char in self._dual_op_map:
self._dual_op_map[char]()

elif char == "[" or char == "(":
if self.top() == 0:

pos = bracket_map[pos]
elif char == "]":

if self.top() != 0:
pos = bracket_map[pos]

pos += 1

def main(argv: list[str]):
if len(argv) != 1:

raise ValueError("Only one argument is expected")

file = argv[0]
if not os.path.exists(file):

raise FileNotFoundError("Input file does not exist")

with open(file, "r") as file:
content = file.read()

interpreter = Interpreter()
interpreter.exec(content)

if __name__ == "__main__":
main(sys.argv[1:])

Interpreter implementation in C++
#include <fstream>
#include <iostream>
#include <unordered_map>
#include <vector>

class Interpreter {
public:

void exec(const std::string &program) {
working_.clear();
aux_.clear();
auto bracket_map = buildBracketMap(program);

std::size_t pos = 0;
while (pos < program.size()) {

char c = program[pos];
if (std::isxdigit(static_cast<unsigned char>(c))) {

int64_t v;
if (c >= '0' && c <= '9')

v = c - '0';
else if (c >= 'a' && c <= 'f')

v = 10 + (c - 'a');
else /* 'A'..'F' */
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v = 10 + (c - 'A');
push(v);

} else {
switch (c) {
case ':':

push(top());
break;

case '$':
pop();
break;

case '?': {
int64_t v;
if (!(std::cin >> v))

throw std::runtime_error("Failed to read input");
push(v);
break;

}
case '!':

std::cout << top();
break;

case '.':
std::cout << static_cast<char>(top());
break;

case '@':
toAux();
break;

case '#':
toWork();
break;

case '=':
toZeroOne();
break;

case '~':
singleOp([](int64_t v) { return ~v; });
break;

case '<':
singleOp([](int64_t v) { return v << 1; });
break;

case '>':
singleOp([](int64_t v) { return v >> 1; });
break;

case '+':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a + b; });
break;

case '-':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a - b; });
break;

case '*':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a * b; });
break;

case '/':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a / b; });
break;

case '%':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a % b; });
break;
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case '&':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a & b; });
break;

case '|':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a | b; });
break;

case '^':
dualOp([](int64_t a, int64_t b) { return a ^ b; });
break;

case '[':
case '(': {

if (top() == 0) {
pos = bracket_map.at(pos);

}
break;

}
case ']': {

if (top() != 0) {
pos = bracket_map.at(pos);

}
break;

}
default:

break;
}

}
++pos;

}
}

private:
std::vector<int64_t> working_, aux_;

void push(int64_t v) { working_.push_back(v); }

int64_t pop() {
if (working_.empty())

throw std::runtime_error("Working stack is empty");
int64_t v = working_.back();
working_.pop_back();
return v;

}

int64_t top() const {
if (working_.empty())

throw std::runtime_error("Working stack is empty");
return working_.back();

}

void toAux() {
if (working_.empty())

throw std::runtime_error("Working stack is empty");
aux_.push_back(pop());

}
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void toWork() {
if (aux_.empty())

throw std::runtime_error("Auxiliary stack is empty");
push(aux_.back());
aux_.pop_back();

}

void toZeroOne() {
int64_t v = pop();
push(v > 0 ? 0 : 1);

}

void singleOp(const std::function<int64_t(int64_t)> &fn) {
int64_t v = pop();
push(fn(v));

}

void dualOp(const std::function<int64_t(int64_t, int64_t)> &fn) {
int64_t b = pop();
int64_t a = pop();
push(fn(a, b));

}

static std::unordered_map<std::size_t, std::size_t>
buildBracketMap(const std::string &program) {

std::vector<std::pair<char, std::size_t>> stack;
std::unordered_map<std::size_t, std::size_t> map;

for (std::size_t i = 0; i < program.size(); ++i) {
char c = program[i];
if (c == '[' || c == '(') {

stack.emplace_back(c, i);
} else if (c == ']' || c == ')') {

if (stack.empty())
throw std::runtime_error(std::string("Unmatched '") + c +

"'");
auto [open, j] = stack.back();
stack.pop_back();

if ((c == ']' && open != '[') || (c == ')' && open != '(')) {
throw std::runtime_error(std::string("Mismatched '") +

open + "' and '" + c + "'");
}
map[j] = i;
map[i] = j;

}
}

if (!stack.empty()) {
auto [open, _] = stack.back();
throw std::runtime_error(std::string("Unmatched '") + open + "'");

}
return map;

}
};
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int main(int argc, char *argv[]) {
if (argc != 2) {

std::cerr << "Usage: interpreter <program-file>\n";
return 1;

}
std::ifstream in(argv[1]);
if (!in) {

std::cerr << "Error: cannot open file " << argv[1] << "\n";
return 1;

}

std::string program((std::istreambuf_iterator<char>(in)),
std::istreambuf_iterator<char>());

try {
Interpreter interp;
interp.exec(program);

} catch (const std::exception &ex) {
std::cerr << "Runtime error: " << ex.what() << "\n";
return 1;

}

return 0;
}
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6. Bananamovil

Propuesto por: Doctor Tarrica (Sebastian + Milagros + Kimey)

Este problema se puede expresar como un problema de programacion lineal con enteros.
La lista de cantidades de productos se debe igualar a una combinacion lineal de vectores, que cada uno representa

un producto o una promocion.
La variable (entera, no negativa) de optimizacion es el vector de coeficientes de la combinacion lineal.
La funcion objetivo (que se debe minimizar) es el producto interno entre el vector de coeficientes y el vector que

contiene los precios de cada producto o combo.
Para encontrar el costo podemos usar una biblioteca como CVXPY, una interfaz de alto nivel para solvers como

GLPK o CLARABEL.

import cvxpy as cp

import numpy as np

import cvxopt

from collections import defaultdict

n, m = map(int, input().split(’ ’))

amounts = list(map(int, input().split(’ ’)))

prices = list(map(int, input().split(’ ’)))

options = []

option_prices = []

for i in range(n):

mapping = defaultdict(lambda: 0)

mapping[i] = 1

options.append([mapping[j] for j in range(n)])

option_prices.append(prices[i])

for _ in range(m):

i, j, a, b, price = map(int, input().split(’ ’))

mapping = defaultdict(lambda: 0)

mapping[i-1] = a

mapping[j-1] = b

options.append([mapping[k] for k in range(n)])

option_prices.append(price)

options = np.array(options)

option_prices = np.array(option_prices)

amounts = np.array(amounts)

assignment = cp.Variable((len(options),), integer=True)

constraints = []

constraints.append(assignment >= 0)

constraints.append(assignment @ options == amounts)

total_cost = cp.vdot(assignment, option_prices)

objective = cp.Minimize(total_cost)

problem = cp.Problem(objective, constraints)

problem.solve(solver=cp.CBC)

print(int(total_cost.value))
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Esto no garantiza encontrar la solución máxima lexicográfica, pero se puede lograr con una búsqueda golosa.

i = 0

lower_bound = [0] * len(options)

while i < len(options):

lower_bound[i] += 1

if not can_solve_with(lower_bound):

lower_bound[i] -= 1

i += 1

Donde can solve with implementa el mismo problema de optimización pero agregando la constraint

‘assignment >= np.array(lower_bound)‘.

Luego lower bound es la asignación máxima lexicográfica.
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7. Superliga

Propuesto por: Agust́ın Santiago Gutiérrez

En este problema hay que encontrar el fixture de un torneo. Algunos equipos lo resolvieron por backtracking muy
optimizados, otros ejecutando un solver genérico de programación lineal entera, y otros probando ejemplos y dibujos
a mano hasta encontrar manualmente uno que cumpla todo.

Viendo las condiciones pedidas, es un torneo extremadamente simétrico. En todas las condiciones, los roles de los
distintos estadios y jugadores son intercambiables. Necesitamos 6 estadios, 15 jugadores, 30 partidos (4 partidos por
jugador, 4·15

2
= 30). Además, en la condición de que por cada par de jugadores a, b que se enfrenta hay exactamente

un tercero c que enfrenta a ambos, si miramos con atención son simétricos los roles de a, b, c a pesar de que no está
planteado aśı: c enfrenta a a aśı que hay exactamente uno que enfrente a c y a a, y evidentemente tiene que ser b. Y lo
mismo c con b se enfrentan aśı que hay un único que enfrenta a ambos, que es a. O sea que los partidos vienen todos
en grupitos de 3, de modo que a, b, c juegan entre śı todos contra todos, y además cada partido está en exactamente
un triangulito de estos (o fallaŕıa la condición). Como hay 30 partidos, hay en total 10 triángulos de estos.

O sea nuestro torneo tiene: 6 estadios (5 partidos en cada uno), 15 jugadores (juegan 4 partidos cada uno), 10
triangulitos (de 3 partidos cada uno).

Con tanta simetŕıa, podemos probar buscando algunos de los objetos más simétricos del universo, como los
poliedros regulares. Concretamente para el dodecaedro regular, tenemos 12 caras (de 5 vértices cada una), 30 aristas
(cada una comparte vértice con otras 4 aristas) y 20 vértices (de cada uno salen 3 aristas). Estos números son
sospechosamente similares a los que tenemos nosotros: son iguales salvo que los primeros de cada frase son justo el
doble.

Podemos dividir a la mitad entonces manteniendo toda la simetŕıa linda del dodecaedro identificando pares
antipodales (opuestos respecto al centro del dodecaedro). Es decir dado el dodecaedro regular, identificamos cada
estadio con un par de caras opuestas, cada jugador con un par de aristas opuestas, y triangulito de partidos con un
par de vértices opuestos.

Cada partido queda entonces identificado con un par de aristas que se tocan y su correspondiente par antipodal,
es decir, 4 aristas de dos pares antipodales que se tocan en un par de vértices antipodales. El estadio donde se juega
este partido es el único par de caras antipodal que toca a ambos pares de aristas antipodales (es más fácil de notar
mirando “un solo lado” del par antipodal: si tenemos dos aristas que se tocan en el dodecaedro, hay una única cara
que las contiene a ambas). Además se cumple también que de los 4 partidos de cada jugador se juegan 2 en cada
estadio, porque en el dodecaedro al mirar las 4 aristas vecinas de una dada, están 2 en una cara y 2 en otra.

Entonces esta identificación cumple todo lo pedido aśı que con esto ya está la construcción, es cuestión de tomar de
internet un dibujito de un dodecaedro con los vértices numerados, hardcodear la enumeración de vértices de las caras
tomando 6 representantes de los pares antipodales, hardcodear los pares antipodales, y luego hacer la construcción.
El siguiente código construye un ejemplo.

dodecahedron_bi_faces = [

[1,16,17,15,2],

[2,15,14,13,3],

[15,17,20,12,14],

[14,12,10,11,13],

[17,16,18,19,20],

[20,12,10,9,19]]

dodecahedron_antipodal_nodes = [

[1,10],

[2,9],

[3,19],

[4,20],

[5,12],

[6,14],

[7,15],

[8,17],

[13,18],

[11,16]]
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nodes = [x for x,y in dodecahedron_antipodal_nodes]

matrix = [["0" for j in range(15)] for i in range(15)]

players = []

def getPlayer(a,b):

for x,y in dodecahedron_antipodal_nodes:

if a == y:

a = x

if b == y:

b = x

if a > b:

a,b = b,a

if (a,b) not in players:

players.append((a,b))

return players.index((a,b))

for stadium, face in enumerate(dodecahedron_bi_faces):

for i in range(5):

a = face[i]

b = face[(i+1)%5]

c = face[(i+2)%5]

p1 = getPlayer(a,b)

p2 = getPlayer(b,c)

matrix[p1][p2] = chr(ord(’1’) + stadium)

matrix[p2][p1] = chr(ord(’1’) + stadium)

print("".join(matrix[i][j] for i in range(15) for j in range(15)))
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8. Odd medals

Propuesto por: Agust́ın Santiago Gutiérrez

En este problema no hay misterio en cuanto a la idea de qué hay que hacer, es encontrar la información y armar
la respuesta tal como se define.

Todas las estad́ısticas necesarias están en la excelente web https://stats.ioinformatics.org/

import requests

import re

countries = [

["Argentina", "ARG"],

["Bolivia", "BOL"],

["Brazil", "BRA"],

["Chile", "CHL"],

["Colombia", "COL"],

["Cuba", "CUB"],

["Dominican Republic", "DOM"],

["Ecuador", "ECU"],

["El Salvador", "SLV"],

["Honduras", "HND"],

["Mexico", "MEX"],

["Peru", "PER"],

["Trinidad and Tobago", "TTO"],

["Venezuela", "VEN"],

]

ret = []

for country, code in countries:

page = requests.get("https://stats.ioinformatics.org/halloffame/{}".format(code))

html = page.content.decode("utf-8")

for num in re.findall(’<td class="bronze">[0-9]+</td><td>([0-9]+)<’, html):

if int(num) % 2 == 1:

ret.append(country.replace(" ", "-"))

ret.sort()

print(",".join(ret))
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9. The Secret

Propuesto por: M&M (Marcos Kolodny + Marcelo Fornet)

The SECRET string is a list of bytes. After taking a look at the code, you can notice that each function is actually
a linear combination of the values of these bytes, and each of these combinations is equal to a certain value. Also, if
you analyze the recursive calls, you can see that the dependency graph is actually a DAG (directed acyclic graph).

This means that, after parsing the code and reconstructing the system of linear equations, you can solve it and
reconstruct the answer (i.e. the values of the secret’s bytes) using Gaussian elimination (or any other method that
solves this). If you convert the list of bytes into a string, you get the answer to the problem.
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Nice (Problemas 10, 11, 12)

Propuesto por: Agust́ın Santiago Gutiérrez

Este problema involucra lo que se llama un juego de sustracción: una suma combinatoria de pilitas de piedras, y
valores permitidos para restar a las pilitas.

La dificultad grande es que jugamos no con la Regla Normal (el que no puede jugar PIERDE), sino con la regla
Misère (el que no puede jugar GANA) https://en.wikipedia.org/wiki/Mis%C3%A8re#Mis%C3%A8re_game

La teoŕıa de juegos combinatoria para el caso Misère es MUCHO más complicada que para el caso Normal, y casi
no hay resultados generales / son mucho más débiles, con lo que en general cada juego particular requiere un análisis
mucho más cuidadoso para ver si es tratable o no, mientras que en la regla normal la suma es automáticamente
tratable y se comporta muy bien si podemos analizar cada parte de la suma por separado.

La forma en la que se esperaba que equipos pudieran resolver este problema es haciendo muchos casitos a mano
y con la computadora, observando patrones y conjeturando el patrón para enviar basado en el conocimiento del caso
normal, sin demostrar a fondo en su totalidad1. Para que sea mucho más educativo el problema y no solamente un
ejemplo de “esta solución galerazo funciona: lo pueden verificar mecánicamente por inducción”, toda esta primera
sección será una introducción a cómo pensar en general los juegos Misère e ir ganando intuición para atacarlos. De
esta manera se podrá entender y aprovechar mucho mejor la solución final a las 3 partes del problema.

Las principales propiedades matemáticas que son la piedra base fundamental que da estructura y permite desa-
rrollar toda la teoŕıa en el caso Normal, son simplemente falsas en el caso Misère, por lo que una primera dificultad
es no confundirse con el caso Normal y tener bien claro qué cosas valen (muy pocas) y cuáles no.

Para este análisis asumimos que el lector ya conoce la teoŕıa de suma de juegos para el caso normal: la solución
del Nim, los Grundy Numbers, el Mex (mı́nimo excluido, que se usa para definir el Grundy Number de un juego), el
Grundy number de una suma de juegos es el xor de los grundy numbers, etc. Un excelente tutorial clásico al respecto
para programación competitiva: https://www.topcoder.com/thrive/articles/Algorithm%20Games

También suponemos ya conocida la solución espećıfica para el caso del Nim Misère (que se demuestra fácil por in-
ducción): https://math.stackexchange.com/questions/3542246/misere-nim-game-winning-move-for-player-1

Notación / representación conjuntista: Un juego combinatorio se puede notar directamente como el conjunto de
sus opciones. Es decir, los elementos del conjunto son los juegos resultantes luego de hacer cada movida posible, que
vuelven a ser conjuntos bajo esta misma representación. Si pensamos en “el árbol completo de parsing del conjunto”,
ese árbol representa el backtracking estilo minimax de todas las posibles partidas del juego.

Es una notación estándar muy conveniente en teoŕıa de juegos combinatoria. Aśı tenemos las pilitas de Nim que
se denotan por convención con estrellas (asteriscos):
∗0 = 0 = {} es la pilita de Nim de 0 piedras (no se puede jugar, es posición terminal). Se nota aśı porque es obvio

que es el neutro de la suma de juegos, ya que no hay jugadas para hacer.
∗1 = ∗ = {0} es la pilita de Nim de 1 piedra (la única jugada es vaciar todo, o sea dejar pilita de 0).
∗2 = {0, ∗} es la pilita de Nim de 2 piedras (por eso hay dos opciones: sacar una piedra dejando una sola, o sacar

las dos dejando 0).
∗3 = {0, ∗, ∗2} es la pilita de Nim de 3 piedras
∗n = {0, ∗, ∗2, . . . , ∗(n− 1)} es la pilita de Nim de n piedras
La razón para usar estrellas y no poner números directamente como 1, 2, 3 etc es que esos en teoŕıa de juegos

combinatoria ya existen y son otros juegos, pero son juegos parciales que casi nunca se ven en programación compe-
titiva: juegos donde los jugadores son distinguibles, a uno le llamamos Left (el positivo) y al otro Right (el negativo)
por convención y en cada posición, las opciones de jugadas que tiene Left no tienen por qué coincidir con las de Right
(los juegos donde eso coincide siempre en todas las posiciones posibles son justamente llamados imparciales). Para
juegos parciales la convención es anotar las opciones de Left a izquierda y las de Right a derecha separadas por una
barra vertical, y de ese modo tenemos cosas como 1 = {0|} (que notar que con la regla normal, siempre lo gana Left,
sin importar quién empiece, a diferencia de 0 que es juega-pierde o ∗ que es juega-gana) y su inverso −1 = {|0}.
Salvo cuando lo mencionemos muy expĺıcitamente en algunos comentarios interesantes, en este problema hablaremos
solamente de juegos imparciales, como el del enunciado.

En teoŕıa de juegos combinatorios imparciales, a las posiciones ganadoras se les suele llamar posiciones N (con
juego óptimo gana el Next player to play) y a las perdedoras posiciones P (con juego óptimo gana el Previous player
to play). La regla de juego Normal consiste en decretar “La posición terminal 0 es P por reglamento”, mientras que la
regla Misère decreta “La posición terminal 0 es N por reglamento”. Si G es un juego, llamaremos r(G) su resultado a

1Y aśı lo hizo el equipo ganador, que resolvió Nice (Part 68) durante la competencia.
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simplemente una letra P o N que indique quién gana2, es decir r(G) = N si G es posición N (ganadora) y r(G) = P
si es perdedora.

Para tratar la suma de juegos eficientemente, la noción clave que nos interesa es la de equivalencia de juegos, que
significa que intercambiarlos en una “suma de nuestro interés” no cambia el resultado nunca. Más precisamente, la
suma de juegos en general es un monoide conmutativo aśı que si estamos sumando juegos y queremos que esté todo
siempre definido, si no es de nuestro interés “el conjunto de todos los juegos combinatorios posibles” porque eso es
muy dif́ıcil de estudiar, al menos vamos a restringir nuestro interés a algún submonoide3 hereditario4.

Por ejemplo, podŕıa interesarnos estudiar el Nim, cuyas posiciones posibles son todos los juegos que son suma de
una colección de ∗n. Las posiciones de Nim forman un submonoide hereditario, porque al sumar cosas que ya eran
colección de pilitas seguimos teniendo colección de pilitas (y el 0 es colección de pilitas vaćıa), y además jugando en
una colección de pilitas de Nim no puede de repente aparecer algo que no sea una colección de pilitas de Nim.

Al estudiar un juego combinatorio en particular, como el Nim o como el juego de este problema, estudiamos algún
monoide hereditario de posiciones posibles, que a menudo es el generado por (generalmente finitas) posiciones clave.
En el nim son las ∗n hasta el n máximo posible, y acá similarmente son las que llamaremos Pn con n ≤ MAX SIZE:
las pilitas del juego de sustracción del problema, donde vale restar un valor del conjunto S = {1, 5, 14, 15, 16} a una
pilita de al menos 2. Es decir que por definición P0 = P1 = 0 y para n ≥ 2, Pn = {Px−d|d ∈ S y x− d ≥ 0}

La definición de la equivalencia de juegos respecto a un cierto monoide hereditario5 de juegos de nuestro interés
M , que podemos notar como ≡M , se define como la relación de justamente poder intercambiar con la certeza de no
afectar al resultado: Dados a, b ∈M , por definición a ≡M b si y solo si para todo c ∈M tenemos r(a+ c) = r(b+ c),
donde + es la suma de juegos. De la definición es claro que ≡M es relación de equivalencia y que respeta las sumas,
es decir que si a ≡M a′ y b ≡M b′ entonces a+ b ≡M a′ + b′ o sea que podemos directamente definir una suma entre
clases de equivalencia.

La receta para “resolver por completo” un juego combinatorio como el Nim o como el de este problema es lograr:

1. Identificar cuáles son las clases de equivalencia de ≡M

2. Identificar cuáles son clases de equivalencia ganadoras y cuáles perdedoras

3. Identificar la clase de equivalencia de cada posición generadora (las ∗n en el Nim, las Pn en nuestro caso)

4. Poder computar para cualquier par de clases de equivalencias Cx y Cy, la clase suma Cz
6

Notar que todo lo que dijimos hasta acá es bien general, y es totalmente válido tanto para el caso de la
regla Normal como para el caso de la regla Misère. ¿Por qué seŕıa tan complicada la regla Misère, y por qué
los que han estudiado la teoŕıa con la Regla Normal nunca hablaron de monoides y cocientes?

La razón es que con la regla normal tenemos dos resultados fantásticos que simplifican todo inmensamente, y
cuya demostración se basa en la sencilla estrategia de copiar al rival:

1. r(A+A) = P para cualquier A

2. Si r(A) = P para algún juego A, entonces r(A + B) = r(B) para cualquier juego combinatorio B, es decir
A ≡Games 0 donde Games es la clase de todos los juegos combinatorios.

De estas dos se deduce fácilmente que para cualquier M , A ≡M B si y solo si r(A+B) = P , que se puede verificar
jugando a un juego espećıfico que no depende de M . Esto hace que con la regla normal, dos juegos o bien no son
equivalentes con ningún M , o bien son equivalentes sobre absolutamente todos los juegos, aśı que nunca es necesario
andar preocupándose por el M .

Más aún, de las propiedades es claro que todos los juegos tienen inverso, porque de hecho cada uno es su propio
inverso: A + A ≡ 0. Esto hace que con la suma las clases de equivalencias no solo formen un monoide conmutativo,
sino un grupo abeliano donde todo juego es autoinverso, y la estructura de grupo implica automáticamente que sumar
es equivalente al xor, y se obtiene la regla del mex.

Todas estas últimas observaciones clave fracasan con la regla Misère, porque no funciona la estrategia de copiar
al rival / jugar espejo. Ambas propiedades anteriores son falsas, y con eso se caen todas las lindas conclusiones de los
últimos dos párrafos.

Con la regla Misère A+A no solo no es siempre P , sino que tampoco es siempre N : Podemos verificar jugando,
que r(∗+∗) = N pero r(∗2+∗2) = P . También podemos tener tanto posiciones N como posiciones P no equivalentes

2Con juegos parciales hay 4 opciones: tendŕıamos además gana-Left (posición L) y gana-Right (posición R)
3Submonoide significa que 0 ∈ M , y que si A ∈ M y B ∈ M entonces A+B ∈ M : es cerrado por sumas.
4Si A está en el monoide y B es opción de A entonces B también está: no podemos salirnos del monoide jugando el juego.
5En wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Indistinguishability_quotient
6Esto es, la clase donde necesariamente están todos los juegos que son suma de un elemento de Cx con uno de Cy
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entre śı, a diferencia del caso normal donde las posiciones P eran automáticamente las equivalentes a 0 por el segundo
resultado. Ejemplos de esto son el par 0 y ∗2 que son ambas N pero no equivalentes, y el par ∗ y ∗2 + ∗2 que son
ambas P pero no equivalentes.

Además de no haber inversos y de haber menos juegos equivalentes entre śı en general, la otra complicación es
que ahora la equivalencia śı depende del M . Veamos un ejemplo pequeñito para ilustrar esta dificultad: Consideremos
primero que M es el generado por las pilitas de Nim hasta 7 inclusive. Por la estrategia del Misère Nim, lo único que
importa saber de una posición es su xor y si tiene al menos una pilita de tamaño 2. Por lo tanto ∗6 ≡M ∗4 + ∗2, ya
que la información relevante para computar estrategias de Misère Nim coincide: ambas tiene xor igual a 6, y ambas
tienen al menos una pilita de al menos 2. Aśı que en cualquier posición de Misère Nim son reemplazables sin alterar
el resultado.

Sin embargo si definimos el juego G = {∗2 + ∗2, ∗}, podemos comprobar jugando que r(G + ∗6) = N7 pero
r(G + ∗4 + ∗2) = P . Esto muestra que si agregamos G como generador para considerar M ′ el monoide hereditario
de colecciones de pilitas de Nim hasta 7 y copias de G, entonces ∗6 ̸≡M′ ∗4 + ∗2: incorporar G entre nuestros juegos
de interés rompe la clase de equivalencia de ∗6 y ∗4 + ∗2 en M , separándolos en clases diferentes en M ′. Además
notemos que de este resultado se desprende que G no puede ser equivalente a ninguna colección de pilitas de
Nim.

Uno podŕıa pensar entonces: calculemos la equivalencia con más información de todas, la que corresponde a
M = Games, y si entendemos esa podemos jugar a cualquier cosa. El problema es que tal cociente es completamente
intratable computacionalmente, y no permite simplificar prácticamente nada: está demostrado que dadas dos posi-
ciones de Nim distintas en las que todas las pilas sean de tamaño par, existe un juego imparcial c que al sumar tiene
distinto resultado. En otras palabras, todas esas posibles colecciones dan clases de equivalencia diferentes, que no se
pueden simplificar. Es esencial entonces por razones prácticas dada la intratabilidad de los juegos con la regla Misère
Nim en su total generalidad, concentrarse en resolver solamente para un M tan chico como sea posible para cubrir
los juegos que nos interesan.

Hay unas pocas equivalencias generales que valen sobre cualquier monoide hereditario M :

Podemos borrar opciones equivalentes: Si al listar las opciones tenemos G = {A,B, . . .} con A ≡M B, podemos
eliminar una de las dos y obtener un juego completamente equivalente, es decir G ≡M {A, . . .} ≡M {B, . . .}.
Podemos reemplazar una opción por un juego equivalente: Por ejemplo si A ≡M B entonces {A,C,D,E} ≡M

{B,C,D,E}.
Si todas las opciones de G ̸= 0 son pilas de Nim, sea m el mı́nimo excluido de los tamaños de sus opciones8.
Tenemos 3 casos:

1. Si m ≥ 1, entonces G ≡M ∗m. Para demostrarlo, suponiendo que alguien tiene estrategia ganadora en
∗m+ c para un cierto juego arbitrario c, podemos dar una forma genérica de adaptarla para que el mismo
jugador gane en G+c, demostrando la equivalencia. La idea es como en el caso de la regla normal: jugamos
imaginando que G es de hecho ∗m, y cuando necesitamos hacer una jugada, por la definición de m como
el mı́nimo excluido, todas las opciones a ∗n con n < m están disponibles. Y si en cualquier momento el
rival juega en G, si lo hace a un ∗n con n < m continuamos con la estrategia original, mientras que si
mueve a un ∗t con t > m ahora podemos jugar ah́ı mismo hasta ∗m, quedando ahora con un verdadero
∗m+ c′ desde donde continuamos la estrategia original. Notar que de manera cŕıtica, śı o śı al adaptar la
estrategia original de ∗m+ c, como m ≥ 1 alguno de los dos jugadores va a jugar en el ∗m (y por lo tanto
en G) antes de que termine esa estrategia.

2. (Este casito solo es cierto con un M de juegos imparciales) Si m = 0 y G tiene opción a ∗,
entonces G ≡M 0. La demostración es con la misma estrategia exacta del caso anterior, pero ahora como
m = 0 puede pasar que al aplicar la estrategia que estamos adaptando la estrategia termine, diciendo que
ya ganamos, pero en realidad como G no es 0 todav́ıa quedan jugadas. Si se llega a este caso, basta jugar
a ∗ que es posición P , y efectivamente ganamos.

3. Si m = 0 y las opciones de G son todas pilas de tamaño al menos 2, G no puede ser equivalente a ninguna
pilita de Nim individual: ya que r(G) = P , r(G+∗2+∗2) = P y r(G+∗n) = N para n ≥ 1, pero ninguna
pilita de Nim cumple todo esto. Diremos que G es un cuasinim.9

7Usando que r(G+ ∗) = P
8En otras palabras, el Grundy Number de G como si estuviéramos usando regla normal
9Inventé este nombre para este problema, pero no conozco el nombre estándar que posiblemente exista para tales posiciones.
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Para las pilitas de Nim y en particular la estrella, podemos deducir una regla sobre el monoide hereditario de los
juegos combinatorios imparciales:

∗+ ∗ ≡Imp 0

Esto es corolario de la anterior: en términos de opciones, ∗+ ∗ = {∗} y por el caso 2 resulta equivalente a 0.

∗+ ∗(2k) ≡Imp ∗(2k + 1)

Podemos demostrarlo por inducción en k. Para k = 0 los juegos son idénticos. Para demostrarlo para k,
representando los juegos por sus opciones tenemos:

∗+ ∗(2k) = {∗(2k), ∗+ ∗(2k − 1), ∗+ ∗(2k − 2), . . . , ∗+ ∗3, ∗+ ∗2, ∗+ ∗, ∗} ≡Imp

{∗(2k), ∗+ ∗+ ∗(2k − 2), ∗(2k − 1), . . . , ∗+ ∗+ ∗2, ∗3, ∗+ ∗, ∗} ≡Imp

{∗(2k), ∗(2k − 2), ∗(2k − 1), . . . , ∗2, ∗3, 0, ∗} ≡Imp ∗(2k + 1)

Las dos anteriores pueden resumirse en una sola regla práctica: ∗+ ∗k ≡Imp ∗(k xor 1)

Las que son de especial utilidad en este problema:

• ∗+ ∗ ≡Imp 0

• ∗3 ≡Imp ∗+ ∗2
• ∗5 ≡Imp ∗+ ∗4

Notar que estas equivalencias no valen sobre todos los juegos, considerando también juegos parciales. Por
ejemplo con regla Misère r(1) = R (Left tiene una jugada pero Right no), pero r(1 + ∗+ ∗) = P .

10. Nice (Part 67)

Para resolver el problema 10 sin demostración, basta con conjeturar algo muy razonable si uno conoce el caso
espećıfico de Misère Nim, y la teoŕıa usual de Grundy Numbers con el mex para la regla Normal: computar el Grundy
Number habitual g(Pn) en nuestro juego, y hacer lo mismo que haŕıamos si fuera regla normal, asumir que son pilitas
de Nim de ese tamaño y ver si la posición es ganadora o perdedora. Como es regla Misère, en lugar de solo ver que
el xor sea 0 o no, aplicamos la regla del Misère Nim y pedimos para que sea ganadora que el xor sea distinto de 0 si
hay al menos una pila con g(Pn) ≥ 2, y que sea 0 si no.

Esto resuelve correctamente el problema, pero gracias a los resultados anteriores podemos entender por qué. Y
con eso entenderemos por qué no funciona hasta 68 y estaremos mejor posicionados para resolver el problema 11.

La clave está en que experimentalmente, hasta P67 inclusive no se cae nunca en el caso 3 de la clasificación
anterior, solo en los casos 1 y 2: Cada Pn tiene como opciones a algunos Pi anteriores, aśı que a medida que crece
n, mientras que los Pn sean equivalentes (sobre todos los juegos imparciales) a alguna pilita de Nim, al analizar el
siguiente Pn tenemos un juego tal que todas sus opciones son pilitas de Nim y entonces podemos ver en cuál de los
3 casos cae, siendo el tercero el único en que no queda equivalente a una pilita de Nim.

Esto completa la demostración de que hasta 67, los juegos son (sobre la clase de los juegos imparciales) equivalentes
a la pilita de Nim que indica su Grundy Number, y podemos aplicar la estrategia del Misère Nim.

Un comentario es que como hay 5 opciones, el máximo grundy number posible es 5, y por las identidades anteriores
entonces podemos descomponer los impares para escribir todo en términos de ∗, ∗2 y ∗4 y que se mantenga válido
sobre todos los juegos imparciales.

Entonces podemos resumir cualquier posición de pilas de hasta 67 en 3 enteros no negativos: La cantidad a de ∗,
la cantidad b de ∗2 y la cantidad c de ∗4. Además a ∈ {0, 1} gracias a la simplificación ∗+ ∗ ≡ 0

En concreto para el problema Part 67, la estrategia ya en términos de esos 3 valores base reducidos seŕıa que es
ganadora si y solo si

((a == 0) && (b % 2 == 0) && (c % 2 == 0)) != (b+c >= 1)

11. Nice (Part 68)

Aqúı caemos por primera vez en el caso 3 anterior, por lo que P68 es un cuasinim y por primera vez tenemos una
posición básica que no es equivalente a una pilita de Nim. Concretamente podemos ver (inspeccionando los grundy
numbers de sus opciones) que P68 ≡ {∗2, ∗3, ∗4} ≡ {∗2, ∗+ ∗2, ∗4}

Pensemos en el monoide del Misère Nim, que usamos impĺıcitamente al resolver Part 67. ¿Cómo seŕıan los 4 pasos
de la receta explicada antes si los hacemos en gran detalle?
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1. Clases de equivalencia de ≡M67 : La información que usa la estrategia Misère Nim general es el valor del xor,
y si hay pilas de al menos 2. Notemos que si el xor es al menos 2, entonces seguro hay pilas de al menos 2.
Por lo tanto los únicos xor donde es necesario saber ese bit extra son 0 y 1. Por esta razón, hay una clase de
equivalencia para cada xor de 2 o más, y otras 4 clases para los xor cero y uno:

La clase del 0: xor 0 sin pilitas de al menos 2

La clase del ∗: xor 1 sin pilitas de al menos 2

La clase del ∗2 + ∗2: xor 0 con pilitas de al menos 2

La clase del ∗3 + ∗2 ≡ ∗+ ∗2 + ∗2: xor 1 con pilitas de al menos 2

Como en M67 los xor posibles van hasta 7 solamente, estas 4 junto con las 6 clases de ∗2, ∗3, ∗4, ∗+∗4, ∗4+∗2
y ∗4 + ∗3 10 conforman las 10 clases de equivalencia que tiene el monoide M67

2. De las 10 clases, la de ∗ y la de ∗2 + ∗2 son las únicas perdedoras.

3. Identificar la clase de equivalencia de cada posición generadora: Ya sabemos que cada Pn hasta P67 es equivalente
a ∗g(Pn), y eso nos da su clase en M67 automáticamente.

4. Poder computar para cualquier par de clases de equivalencias Cx y Cy, la clase suma Cz: Si bien como en
muchos casos es más simple describir la operación de manera operacional, podŕıamos definir toda una tabla de
sumar de 10× 10. El resultado seŕıa simplemente el xor de los valores, cuando ese xor resultante es al menos 2.
En los casos en que da 0 o 1 hay que elegir si la suma debe dar 0, ∗ o bien ∗2 + ∗2 o ∗3 + ∗2, y eso lo podemos
hacer en base a los operandos: Salvo que ambos fueran 0 o ∗, el resultado será de los segundos, y si no, de los
primeros.

Pensar en toda la estructura del monoide puede servir para conjeturar cosas razonables. Por ejemplo, tal vez
M68 = M67, y como pasa hasta 67 simplemente es cuestión de encontrar la clase de equivalencia correspondiente a
P68. En tal caso, tenemos 10 candidatos expĺıcitos que investigar: si encontramos ejemplos concretos que demuestren
que P68 no es equivalente a ninguno de los 10, entonces definitivamente el monoide tendrá que crecer y será más
complicado. Rećıprocamente, si fuera P68 ≡M68 C para alguna de las 10 clases existentes, entonces podemos mantener
la estrategia y es solo asignarle un valor adecuado a P68.

Como ya vimos que un cuasinim no es equivalente a una pilita de nim las únicas clases candidatas para investigar
son ∗3 + ∗2 y ∗2 + ∗2.

P68 es P mientras que ∗3 + ∗2 es N , aśı que la única chance de que el monoide se mantenga es que sea P68 ≡M68

∗2 + ∗2. Podŕıamos hacer bastantes casitos para validar, o simplemente conjeturar esto y enviarlo a ver si pasa, ya
que es muy simple de codear con lo que ya tenemos: es contabilizar un b += 2 por cada pila de 68, en términos del
algoritmo del problema Part 67. Esta conjetura resulta ser cierta y resuelve el problema.

De hecho, podemos demostrar razonando en términos de estrategias que si consideramos un monoide hereditario
de pilas de Nim al cual le agregamos como generador un único cuasinim (como en nuestro caso), entonces el monoide
resultante es el mismo que el del Misère Nim y además el cuasinim siempre resulta equivalente al ∗2 + ∗2.

En nuestro caso particular, una forma de intuir que quizás este juego es muy similar al ∗2 + ∗2 es mirar sus
opciones: ∗2 + ∗2 = {∗2, ∗3}, y P68 ≡ {∗2, ∗3, ∗4}, por lo que inmediatamente tenemos que P68 se comporta como
“Un ∗2+ ∗2 que además de las jugadas normales está la opción de aśı como está cambiarlo todo de golpe por un ∗4”

12. Nice (Part 69)

Al llegar a 69 el problema explota y se vuelve much́ısimo más dif́ıcil. P69 = {P68, ∗, ∗2, ∗3}.
Podemos aprovechar todo lo analizado para saber que podemos reducir toda nuestra situación a 5 numeritos:

cantidad de ∗ que será 0 o 1, y luego variables no negativas para cantidad de ∗2, cantidad de ∗4, cantidad de P68 y
cantidad de P69.

Notar que si conjeturamos que P68 se mantiene equivalente a ∗2 + ∗2 podemos eliminarlo y el estado queda
simplemente los 3 números de M67 y la cantidad de P69. Esta conjetura resulta ser correcta, pero eso no es para nada
obvio antes de experimentar en busca del M69.

De hecho, la conjetura primera seŕıa que el P69 resulte equivalente como antes a alguna pilita de nim, o al menos
a alguno de los 10 valores del monoide que tenemos. La respuesta no solo es que no sino que es aún peor: M69

10Notar que de nuestras reducciones sabemos que tenemos en M67 elementos equivalentes sobre todos los juegos imparciales
a ∗4+ ∗2 y a ∗4+ ∗3, pero no necesariamente a ∗6 y ∗7. No en cualquier monoide pasa que ∗6 ≡ ∗4+ ∗2 como en el Misère Nim
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rompe clases de equivalencia de M68, ya que por ejemplo ∗2 + ∗2 y ∗4 + ∗4 pasan a ser distinguibles. Por ejemplo,
∗2 + ∗2 + ∗2 + ∗4 + P69 es P , pero ∗4 + ∗4 + ∗2 + ∗4 + P69 es N (borrar la pila de nim de 2 es jugada ganadora).

Realmente es muy dif́ıcil de tratar el juego resultante y es muy dif́ıcil encontrar la regla o monoide completamente
a mano, sin mucha experimentación por computadora. Podemos hacer un código de búsqueda exhaustiva que evalúe
juegos combinatorios a ver quién gana y pruebe distintas sumas buscando equivalencias emṕıricas o ejemplos que
distinguen, y aśı de hecho encontraremos las 28 clases de equivalencia que conformanM69. También podemos encontrar
emṕıricamente identidades interesantes que permitan reducir la posición suma lo suficiente para llevarla siempre a
un conjunto finito ya analizado, que seŕıa una forma operacional de describir el monoide.

Algunas identidades válidas que se pueden encontrar por experimentación exhaustiva son:
∗2 + ∗2 + ∗2 ≡M69 ∗2
∗4 + ∗4 + ∗4 ≡M69 P69 + ∗4 + ∗4
∗2 + ∗2 + ∗4 ≡M69 ∗4
P68 ≡M69 ∗2 + ∗2
P69 + P69 ≡M69 0
Encontrar estas identidades es suficiente para reducir los 5 números que caracterizan la posición a una equivalente

de un conjunto finito de opciones que podemos haber resuelto por fuerza bruta previamente. Ninguna de ellas es
particularmente obvia, pero todas son encontradas rápidamente iterando con un programa que busca equivalencias:
la única demostración que conozco es demostrar todas juntas, ya que teniéndolas podemos identificar 28 clases de
equivalencia, 5 de las cuales son perdedoras, y entonces inductivamente demostrar que las perdedoras solo pueden jugar
a ganadoras y las ganadoras siempre pueden encontrar perdedoras, resolviendo el juego. Hacer toda esa demostración
con los 28 casos en detalle es mucho más engorroso que lo necesario para simplemente computar quién gana confiando
en que las identidades valen para todos los valores de las 5 variables hasta cierto punto, que seŕıa una mejor estrategia
durante la prueba.

En términos de información codificada en las 28 clases de equivalencia, suponiendo que ya transformamos los P68

en ∗2 + ∗2 para que solo tengamos una colección de los 4 tipos de pilas ∗, ∗2, ∗4 y P69, lo que hay que saber es:

La paridad de la cantidad de ∗,
La paridad de la cantidad de ∗2,
La paridad de la cantidad total de pilas,

La situación de cantidades de ∗2 y ∗4, que puede ser exactamente una de las siguientes:

• No hay ningún ∗2 ni ∗4
• Hay ∗2 pero no ∗4
• Hay exactamente un ∗4
• Hay al menos dos ∗4

Esa información da lugar a 28 clases de equivalencia, porque en principio seŕıan 2 · 2 · 2 · 4 = 32 combinaciones,
pero las 4 combinaciones en donde se indica que no hay ningún ∗2 ni ∗4 pero la paridad de la cantidad ∗2 es impar
son imposibles.

Un código que resuelve, deducible fácilmente a partir de las identidades anteriores, es el siguiente:

int gv[68] = {0,0,1,0,1,2,1,0,1,0,1,0,1,0,1,2,3,2,3,

4,0,4,3,2,3,2,3,2,3,4,0,1,0,1,2,1,2,1,0,1,0,1,0,1,2,3,2,3,4,

0,4,0,4,2,3,2,3,2,3,0,1,0,1,2,1,2,1,3};

const vector<int> LOSING[5] = {

{1, 0, 0, 0},

{0, 2, 0, 0},

{0, 0, 2, 0},

{0, 1, 1, 1},

{1, 0, 0, 1},

};

bool winningByTheory(int c1,int c2,int c4,int c68,int c69)

{
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c2 += 2 * c68; // 68 = *2 + *2

if (c2 > 2) // *2 + *2 + *2 = *2

c2 = 2 - c2 % 2;

if (c4 > 2) // *4 + *4 + *4 = 69 + *4 + *4

{

c69 += c4-2;

c4 = 2;

}

assert(0 <= c2 && c2 <= 2);

assert(0 <= c4 && c4 <= 2);

if (c2 == 2 && c4 > 0) // *2 + *2 + *4 = *4

c2 = 0;

c69 %= 2; // 69 + 69 = 0

c1 %= 2; // * + * = 0

// Only 28 combinations of (c1,c2,c4,c69) remain now

// Of those, 5 are losing

return find(begin(LOSING), end(LOSING), vector<int>{c1,c2,c4,c69}) == end(LOSING);

}

bool winner(const int *heaps)

{

int c1 = 0;

int c2 = 0;

int c4 = 0;

for (int i=1;i<=67;i++)

{

if (gv[i] == 1)

c1 += heaps[i];

else if (gv[i] == 2)

c2 += heaps[i];

else if (gv[i] == 3)

{

c1 += heaps[i];

c2 += heaps[i];

}

else if (gv[i] == 4)

c4 += heaps[i];

else

assert(gv[i] == 0);

}

return winningByTheory(c1,c2,c4,heaps[68], heaps[69]);

}

Como curiosidad final, veo poco probable que sea P68 ≡ ∗2 + ∗2 sobre todos los juegos imparciales, cuando ya
vimos que el P69 alcanzó para separarlo de ∗4+∗4 por ejemplo. Tampoco queda claro sin una excelente demostración
estratégica por qué seŕıa P69 + P69 ≡ 0 sobre todos los juegos imparciales. No obstante en ninguno de los dos casos
pude encontrar tampoco un juego imparcial que los distinga.

A continuación un pegote de programitas exploradores de juegos, utilizados para encontrar identidades y las 28
clases de equivalencia.

cache = dict()

cache[(0,0,0,0,0)] = True

deltas = [
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(-1,0,0,0,0),

(1,-1,0,0,0),

(0,-1,0,0,0),

(0,0,-1,0,0),

(1,0,-1,0,0),

(0,1,-1,0,0),

(1,1,-1,0,0),

(0,1,0,-1,0),

(1,1,0,-1,0),

(0,0,1,-1,0),

(1,0,0,0,-1),

(0,1,0,0,-1),

(1,1,0,0,-1),

(0,0,0,1,-1),

]

def vsum(a,b):

assert len(a) == len(b)

return [a[i] + b[i] for i in range(len(a))]

def tsum(a,b):

s = vsum(a,b)

s[0] %= 2

return tuple(s)

def options(s):

for delta in deltas:

option = vsum(delta, s)

if all(x >= 0 for x in option):

option[0] %= 2

yield tuple(option)

def winning(s):

if s not in cache:

cache[s] = not all(winning(s2) for s2 in options(s))

return cache[s]

def winningByTheory(s):

c1,c2,c4,c68,c69 = s

c2 += 2 * c68 # 68 = *2 + *2

if c2 > 2: # *2 + *2 + *2 = *2

c2 = 2 - c2 % 2

if c4 > 2: # *4 + *4 + *4 = 69 + *4 + *4

c69 += c4-2

c4 = 2

assert 0 <= c2 <= 2

assert 0 <= c4 <= 2

if c2 == 2 and c4 > 0: # *2 + *2 + *4 = *4

c2 = 0

c69 %= 2 # 69 + 69 = 0
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c1 %= 2 # * + * = 0

# Only 28 combinations of (c1,c2,c4,c69) remain now

# Of those, 5 are losing

return (c1,c2,c4,c69) not in [

(1, 0, 0, 0),

(0, 2, 0, 0),

(0, 0, 2, 0),

(0, 1, 1, 1),

(1, 0, 0, 1),

]

#MAX = 50 # Sanity check has been done: Theory works up to MAX=50

MAX = 8

# Test theory!

for p in range(2):

for a in range(MAX):

for b in range(MAX):

for c in range(MAX):

for d in range(MAX):

assert winning((p,a,b,c,d)) == winningByTheory((p,a,b,c,d))

print("Theory works up to MAX={}".format(MAX))

values = [

# The quotient up to 68 inclusive

# This is the misere nim quotient, thus the game up to 68 is tame

(0,0,0,0,0),

(1,0,0,0,0),

(0,1,0,0,0),

(1,1,0,0,0),

(0,0,1,0,0),

(1,0,1,0,0),

(0,1,1,0,0),

(1,1,1,0,0),

(0,2,0,0,0), # The misere nim losing xor 0

(1,2,0,0,0), # The misere nim winning xor 1

# Starting with the values list containing only the previous values,

# running the code even for a small value like MAX=4 will test and

# start finding unaccounted values to add to this list.

# After adding all of these manually, the list looked empirically

# complete even up to MAX = 8 which took about 5 minutes to run

# Also note that the first set of values that we found was

# "not so nice" and "unsorted", but we kept playing around

# and running the code + selecting values to find a nice set

# of representative values.

# All of these new values appear when allowing 69

(0,0,2,0,0), # *4 + *4 (note that this is no longer equivalent to *2 + *2 !!!! 69 splits the previous quotient)

(0,1,2,0,0), # *2 + *4 + *4

(1,0,2,0,0), # * + *4 + *4

(1,1,2,0,0), # * + *2 + *4 + *4
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(0,0,0,0,1), # 69

(0,1,0,0,1), # 69 + *2

(0,2,0,0,1), # 69 + *2 + *2

(0,1,1,0,1), # 69 + *2 + *4

(0,1,2,0,1), # 69 + *2 + *4 + *4

(0,0,1,0,1), # 69 + *4

(0,0,2,0,1), # 69 + *4 + *4

(1,0,0,0,1), # 69 + *

(1,1,0,0,1), # 69 + * + *2

(1,2,0,0,1), # 69 + * + *2 + *2

(1,1,1,0,1), # 69 + * + *2 + *4

(1,1,2,0,1), # 69 + * + *2 + *4 + *4

(1,0,1,0,1), # 69 + * + *4

(1,0,2,0,1), # 69 + * + *4 + *4

# NOTE that 68 happens to still be equivalent to *2 + *2 when

# considering the game up to 69 inclusive!

# This is not particularly obvious! We don’t have a proof that

# does not hold over ALL impartial games (unlike previous equivalences

# of all heaps up to 67 which are equivalent to one of *, *2, *3 or *4 over

# all impartial games)

#

# TODO: give an example here of an impartial game distinguishing 68 from *2+*2,

# or find a convincing proof that such a general impartial game does not exist

]

def different(x,y):

for p in range(2):

for a in range(MAX):

for b in range(MAX):

for c in range(MAX):

for d in range(MAX):

s = (p,a,b,c,d)

if winning(tsum(x,s)) != winning(tsum(y,s)):

return True

return False

for x in values:

for y in values:

if x != y and not different(x,y):

print("Values contains equivalent values!")

print(x)

print(y)

assert False

print("All values are distinct")

print("Losing values:")

for s in values:

if not winning(s):

print(" ", s)
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# Aux code to find the class of a value

# Using it we experimentally found the

# surprising rules (they are not obvious at all:

# I think that all of them would be false "over all impartial games"):

# 68 = *2 + *2

# *4 + *4 + *4 = 69 + *4 + *4

# *2 + *2 + *2 = *2

# *2 + *2 + *4 = *4

# 69 + 69 = 0

# These together with * + * = 0 already allows to simplify

# any large position into an O(1) table of reference positions

# (having at most two *4, at most one 69, at most two *2 and at most one *).

p=0

a=2

b=1

c=0

d=0

s = (p,a,b,c,d)

for x in values:

if not different(x,s):

print("{} is equivalent to {}".format(s, x))

for p in range(2):

for a in range(MAX):

for b in range(MAX):

for c in range(MAX):

assert winning((p,a,b,c,0)) == ((p==a%2==b%2==0) == (a==b==c==0))

for d in range(MAX):

s = (p,a,b,c,d)

if all(different(x,s) for x in values):

print("Unaccounted value")

print(s)

exit(0)

print("All values seem complete for MAX={}".format(MAX))
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shown in the example diagram), and no two corners become indistinguishable due to the color merging, 
solving based on the visible input still guarantees a correct and unique solution. 

The task is to compute the minimum number of moves to solve each scrambled 2×2 Rubik’s Cube. This is most 
efficiently done using Breadth-First Search (BFS) over cube states. 

Although the 2×2 cube has 3,674,160 total permutations, its maximum solution depth is only 11 moves, and 
we are only solving up to 20 test cases. This makes a BFS approach entirely practical. 

Move Set: 

We can further optimize by recognizing that: 

● Rotating the front (F) face clockwise is the same as rotating the back (B) face counterclockwise. 
 

● Similarly, up (U) and down (D), and right (R) and left (L), are mirrored. 
 

● Because of this symmetry, only three faces need to be explicitly rotated: Front, Up, and Right. 
 

Each of these three faces has three possible turns: 

● 90° clockwise 
 

● 90° counterclockwise 
 

● 180° rotation 
 

This gives us nine canonical moves total, which is enough to reach any possible cube state. 

Final Notes: 

The colorblind constraint is primarily a red herring — it makes inputs incompatible with online solvers (due to 
ambiguous colors), but it does not impact the solvability or uniqueness of the solution. This subtle twist adds a 
psychological layer to what is ultimately a clean and classic state-space search problem. 

All test cases used and solutions as per Online 2x2 Rubik's Cube Solver can be found below. 

 

(as

— solving theBstickers as

fixed solved configuration

blueandgreen
Despite Gabe’s colorblindness — which causes him to perceive both

2×2 cube isn’t hindered in any way. Since all cubes are intended to return to a

13. Rubik’s Blueshift
Propuesto por: willcode4food (Nahuel Aguilar + Mat́ıas Carballo + Nicolás Keklikian)
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1.  
OYROWBWYWBGWYGOBOGYGRBRR 

2.  
ROOGWBRRYRBGWWOYBBOGYWYG 

3.  
GGOWRGYBWBOYORORWYWBYGRB 



4.  
YWYBGOWWBRGWYROYBROGOBRG 

5.  
WOGROYOWRBGWWBRBYBYYOGGR 

6.  
OBBOWWRBRBWYYROGYGRWOGGY 



7.  
BGORWGRYWBROWOYGYOWGBBYR 

8.  
RGWYBGOBRGRBOWWGOYRBWOYY 

9.  
WROYBWBWBRGYGWOBGRYYOGOR 



10.  
BROGRGYGWOWYYGBBYWWBRORO 
 

11.  
OBRRWWBYGBOYWRGOYGYOGRWB 

12.  
BOGRBGYYRRBWOWRGWYOBOYG 



13.  
YORGGWRBGOWWYBGBYRYBOOWR 

14.  
WRGOBROWWYOGGGOYYRRBBWYB 
 

15.  
RWBGGWRORYYGRBYWOWGYBOBO 



16.  
ORORBBBBYWYWGGGGYWYWRORO 

17.  
OBBGBRYOYYWGRWYGRWWOGOBR 

18.  
OBOYYGWWWGOWORRRYBYRBGBG 



19.  
BGYRRRGOGYBBBROWWWGOWYYO 

20.  
YGOORWBGBYORGYWRRBGYWBOW 



14. Lazy Beaver

Propuesto por: Buen Kilo de Pan Flauta (Martin Fixman + Nicolas Ponieman + Pablo Blanc)

Carefully reading the transition function reveals the following properties:

1. The state transition always goes A→ B → C → D → A→ . . .

2. Moving to states A and B always moves the beaver to the right.

Moving to states C and D always moves the beaver to the left.

3. The first rule (δ(A, 0, 0) = (B,+, 0,→) ) is only used once, in the first step.

The seventh rule ( δ(C, 0, 0) = (D,+, 0,←) ) is never used.

4. Outside those two rules, states A and C always increase the counter when they find a 1 in the tape. B and D
always decrease the counter when the counter is positive and they find a 0 in the tape.

5. Moving to states B and D can change the tape from 0 to 1. The tape never changes from 1 to 0.

Seeing the state of the function before state transitions reveals more about the actions of the beaver.

Step 3:

v

00000010000 (B, 0)

Step 5:

v

00000010000 (C, 1)

Step 5:

v

00000010000

State: D

Counter: 1

Step 7:

v

00001010000 (D, 0)

Step 9:

v

00001010000 (A, 1)

Step 12:

v

00001011000 (B, 0)

Step 15:

v

00001011000 (C, 2)

Step 19:

v

00111011000 (D, 0)

1. The beaver swings from right to left to right to left.

2. The tape always has a X 1s, followed by one 0, following by Y 1s.

3. States B and D make their counter equal to the amount of 1s to the left or right.
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4. States A and C append the amount of 1s on the counter to the other side of the tape.

If X and Y correspond to the unary number represented to the 1s to the left and right, the code for state of the
tape can be represented as the following.

X = 0

Y = 1

repeat until program ends:

X += Y

Y += X

This recurrence corresponds to the Fibonacci sequence!
States A and C increase the value of the counter until they find the central 0 or the tally runs out (n = k). This

second case will happen the first time it reads a X ≥ k, or a Y ≥ k.
Since X and Y are Fibonacci numbers, the final state of one of them will be the smallest Fibonacci number that’s

greater or equal to k, while the other will be the Fibonacci number previous to that.
The final solution, X + Y , is the sum of these two numbers. That is, the result will be the Fibonacci number

after the smallest Fibonacci number that’s greater or equal to k.
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15. DeNada Cuca

Propuesto por: Gracias Mateo (Antonio Mondejar + Iván Renison + Pietro Palombini)

El string binario del enunciado, interpretado como ASCII dice
Ya que les gusta dejarnos problemas imposibles de strings y geometria para upsolvear, ahora nos toca

a nosotros. No les vamos a decir la solucion pero la escondimos.

La solución al problema es devolver el substring del string binario que se interpreta como la solucion, es decir,

0110110001100001001000000111001101101111011011000111010101100011011010010110111101101110

Un detalle a tener en cuenta, es que el string binario como aparece en el enunciado está partido en varias ĺıneas
para facilitar la lectura del pdf, parte de la solución es darse cuenta de quitar los saltos de ĺınea y leerlo como una
única ĺınea de texto.
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16. Hitchhiker

Propuesto por: The Fantastic Crocodiles (Quimey Vivas + Federico Felguer + Federico Bertalot)
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